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k, dufourdg�dpt-info.u-strasbg.frR�esum�e : Dans le domaine de la CAO, la possibilit�e de d�e�nir et manipuler des �gures �al'aide d'un syst�eme de 
otes est fa
ilit�ee par la 
onstru
tion g�eom�etrique formelle de la �gure.C'est l'appro
he qui a �et�e suivie dans le logi
iel YAMS. La r�esolution formelle d'un syst�eme de
otes produit alors un plan de 
onstru
tion 
ontenant des multifon
tions pour tenir 
ompte dessolutions multiples. L'interpr�etation num�erique d'un plan de 
onstru
tion doit tenir 
ompte de
es multifon
tions et permettre �a un utilisateur de par
ourir eÆ
a
ement l'espa
e des solutions.Cet arti
le pr�esente une sp�e
i�
ation alg�ebrique du 
adre g�eom�etrique utilis�e par YAMS pourd�e�nir 
lairement les notions de plan de 
onstru
tion et leur interpr�etation. Il montre ainsiqu'un tri topologique bien adapt�e sur le graphe de d�ependan
e fa
ilite le par
ours de l'espa
e dessolutions.Mots-
l�es : Constru
tions g�eom�etriques formelles, univers g�eom�etrique, YAMS, sp�e
i�
ationsalg�ebriques, par
ours d'arbres.1 Introdu
tionLa plupart des logi
iels de Dessin et Con
eption Assist�es par Ordinateur o�rent la possibi-lit�e de tra
er �a l'�e
ran et d'explorer num�eriquement des �gures g�eom�etriques d�e�nies parun syst�eme de 
otes. Cette fon
tionnalit�e de haut niveau est souvent r�ealis�ee en r�esolvantnum�eriquement le syst�eme d'�equations 
orrespondant �a la 
otation. La r�esolution formelle dusyst�eme de 
otes symboliques o�re l'avantage de pouvoir eÆ
a
ement manipuler la �gure d�e�nieen faisant varier les valeurs des param�etres. Malheureusement, les outils alg�ebriques de 
al
ulformel sont beau
oup trop g�en�eraux pour pouvoir être eÆ
a
es �a 
et e�et. L'appro
he quenous privil�egions au sein du LSIIT est �a la fois formelle et g�eom�etrique : les outils de r�esolutionque nous proposons sont bas�es sur la g�eom�etrie 
lassique, notamment le domaine des 
onstru
-tions g�eom�etriques, et ils sont suÆsamment sp�e
ialis�es pour être eÆ
a
es dans un 
adre formel.Alors, dans une premi�ere phase, le r�esultat d'une r�esolution formelle d'un syst�eme de 
otes estun plan de 
onstru
tion g�eom�etrique d�e
rivant, dans l'ordre, la suite des objets �a 
onstruireet des op�erations �a appliquer pour obtenir une �gure solution. Une deuxi�eme phase 
onsisteensuite �a interpr�eter num�eriquement 
e plan de 
onstru
tion en attribuant aux param�etres lesvaleurs de la 
otation. Cette appro
he a �et�e 
on
r�etis�ee par le logi
iel YAMS [Mat97, DMS98℄asso
iant un solveur g�eom�etrique formel et un modeleur 3D bas�e sur le mod�ele des G-
artes[Ber98, BDFL93℄.Quelle que soit l'appro
he utilis�ee, num�erique ou formelle, alg�ebrique ou g�eom�etrique, unsyst�eme de 
otes ne d�e�nit habituellement pas une �gure unique. Lorsqu'un nombre in�ni de�gures r�epond �a la 
otation, on dit que le syst�eme est sous-
ontraint. Lorsqu'il y a un nombre�ni non-nul de solutions, on dit que le syst�eme est bien 
ontraint. C'est ainsi que le dessin 
ot�e�a la �gure 1, qui 
orrespond �a un syst�eme bien 
ontraint (modulo les d�epla
ements), 
onduitaux deux solutions qui sont donn�ees graphiquement �a la �gure 2.Dans le 
as o�u un syst�eme est bien 
ontraint, l'exploration de l'espa
e des solutions n'est pasaussi fa
ile qu'on pourrait le penser [Cha98℄. En e�et, l'existen
e d'�equations polynomiales dedegr�e sup�erieur ou �egal �a 2, d'un point de vue alg�ebrique, ou d'interse
tions multiples, d'un
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Fig. 1 { esquisse 
ot�ee
a)

αFig. 2 { deux solutions di��erentes : a) � est un angle obtus, b) � est un angle aigupoint de vue g�eom�etrique, 
onduit rapidement �a une explosion 
ombinatoire du nombre dessolutions. Ave
 notre appro
he, 
ette multipli
ation du nombre des solutions est le r�esultat del'existen
e de multifon
tions dans le plan de 
onstru
tion. L'obje
tif de 
e premier arti
le sur lesujet est de montrer 
omment l'appro
he g�eom�etrique formelle permet de stru
turer 
et espa
edes solutions et d'introduire quelques m�ethodes pour tenter de le par
ourir eÆ
a
ement.Une des autres pr�eo

upations de notre �equipe a trait au domaine du g�enie logi
iel et 
on
ernela des
ription rigoureuse des mod�eles utilis�es et de leur implantation [BD98℄. C'est pourquoinous utilisons dans 
et arti
le le formalisme des sp�e
i�
ations alg�ebriques, et notamment le lan-gage OBJ3 [GWM+92℄ pour pr�esenter l'interpr�etation des plans de 
onstru
tion g�eom�etriques.Notons que toutes les notions pr�esent�ees ont �et�e sp�e
i��ees en OBJ3 et test�ees sur des jeuxd'essais.Cet arti
le se d�e
oupe de la mani�ere suivante. A la se
tion 2, nous pr�esentons rapidement lelogi
iel YAMS en insistant sur l'aspe
t solveur g�eom�etrique. A la se
tion 3, nous sp�e
i�ons lanotion d'univers g�eom�etrique utilis�ee par YAMS. A la se
tion 4, nous pr�e
isons 
e que signi�el'interpr�etation d'un plan de 
onstru
tion en sp�e
i�ant notamment les arbres d'interpr�etation.A la se
tion 5, nous indiquons 
omment on peut esp�erer r�eduire de mani�ere statique la 
om-plexit�e de l'interpr�etation. Finalement, nous 
on
luons �a la se
tion 6 en esquissant des m�ethodesd'�elagage de l'arbre des interpr�etations.2 Pr�esentation de YAMSYAMS est un solveur g�eom�etrique 2D formel asso
i�e au modeleur 3D TOPOFIL [BDFL93℄.Une des
ription pr�e
ise de 
ette asso
iation pouvant être trouv�ee dans [Mat97, DMS97℄, nousne pr�esentons i
i que l'aspe
t solveur de YAMS. La m�ethode de r�esolution utilis�ee par YAMS agitpar d�e
omposition as
endante du syst�eme de 
ontraintes g�eom�etriques. Cette d�e
omposition estbas�ee sur l'invarian
e par d�epla
ement des syst�emes de 
otes, tandis que la r�esolution e�e
tivedes sous-syst�emes est laiss�ee �a des m�ethodes de r�esolution ind�ependantes. A
tuellement, YAMS
onsid�ere deux 
lasses de r�esolution lo
ales. La premi�ere repose sur la m�ethode des lieux [Leb50℄et la deuxi�eme fabrique un petit syst�eme polynomial destin�e �a être interpr�et�e par une m�ethodenum�erique, 
elle de Newton-Raphson par exemple, ou par homotopie [LM95℄.Cette 
ollaboration de plusieurs m�ethodes lo
ales est r�ealis�ee dans YAMS par une ar
hite
turede syst�eme multi-agents ave
 tableau noir. Les m�ethodes g�eom�etriques sont implant�ees par desagents experts qui sont des syst�emes �a base de produ
tion. La m�ethode analytique applique unalgorithme de re
her
he de sous-syst�emes bien form�es minimaux inspir�e de 
elui de K�onig-Hall.Le tableau noir 
ontient les informations 
ommunes �a tous les agents, 
omme le syst�eme de
ontraintes initial et les parties d�ej�a r�esolues. Ce tableau noir est g�er�e par un agent parti
ulier,



Fig. 3 { plan de 
onstru
tion exhib�e par YAMS et sortie graphique d'une solutionle superviseur, qui plani�e �egalement le lan
ement des agents.Lorsqu'une esquisse 
ot�ee est tra
�ee par l'utilisateur, YAMS nomme les objets g�eom�etriques(points, droites, et
.) en jeu par des identi�
ateurs, abstrait les 
otes num�eriques en param�etresformels et engendre un syst�eme de 
ontraintes g�eom�etriques. Puis, dans une premi�ere phase, ilproduit des d�e�nitions en fon
tion des 
ontraintes pos�ees. Ces d�e�nitions qui font 
orrespondredes termes fon
tionnels �a des identi�
ateurs sont regroup�ees en un plan de 
onstru
tion. Celui-
i indique 
omment et dans quel ordre doivent être tra
�es les di��erents objets g�eom�etriques
onstituant la �gure. Dans une deuxi�eme phase, les 
otes e�e
tives donn�ees au d�epart sontensuite pass�ees 
omme param�etres pour l'interpr�etation du plan de 
onstru
tion.Reprenons l'exemple donn�e en introdu
tion. L'utilisateur tra
e l'esquisse 
ot�ee donn�ee en �gure1. YAMS attribue alors des noms symboliques aux di��erents objets de l'esquisse, puis exhibe unplan de 
onstru
tion, pr�esent�e �a gau
he dans la �gure 3. Apr�es l'interpr�etation num�erique duplan de 
onstru
tion, les �gures solutions sont produites, 
omme montr�e �a la �gure 3, �a droite.Les fon
tions utilis�ees lors de l'interpr�etation peuvent parfois donner des r�esultats multiples. Parexemple, l'interse
tion d'une droite et d'un 
er
le donne deux points. De telles fon
tions retour-nant un ensemble de valeurs, sont appel�eesmultifon
tions. L'existen
e de multifon
tions dans unplan de 
onstru
tion 
onduit �a la 
r�eation de points de 
hoix dans le pro
essus d'interpr�etation.A
tuellement, YAMS par
ourt l'espa
e de toutes les solutions possibles par ba
ktra
king.3 Sp�e
i�
ation d'un univers g�eom�etrique et des plans de
onstru
tionNous d�e
rivons l'univers g�eom�etrique a
tuel de YAMS dans le formalisme des sp�e
i�
ationsalg�ebriques [Wir90℄. Le langage de sp�e
i�
ation OBJ3 utilis�e permet une des
ription 
on
ise,rigoureuse et sans ambigu��t�e des 
omposants logi
iels tout en s'a�ran
hissant des d�etails d'im-plantation.3.1 M�eta-sp�e
i�
ation d'univers g�eom�etriquesDans la perspe
tive d'une utilisation par YAMS de di��erents univers g�eom�etriques, voire de leurd�e�nition par un expert, nous ne souhaitons pas d�e
rire un univers g�eom�etrique parti
ulier, maisla mani�ere de 
onstituer des univers. Ainsi, 
ette se
tion pr�esente une des
ription axiomatique,sous forme de sp�e
i�
ation alg�ebrique, d'un 
adre m�etath�eorique dans lequel nous allons pouvoir
onsid�erer par exemple la sorte sorte g�eom�etrique ou la sorte symbole fon
tionnel. De 
ettemani�ere, nous pourrons traiter les symboles fon
tionnels et pr�edi
atifs 
omme des objets sur



lesquels nous e�e
tuerons des op�erations, 
omme la 
onstru
tion de termes abord�ee plus loin.Tout d'abord, nous montrons 
omment, dans 
e 
adre, d�e�nir l'univers g�eom�etrique. La signa-ture 
omprend une sorte S des sortes g�eom�etriques, une sorte F de symboles fon
tionnels et unesorte P des symboles pr�edi
atifs. Les symboles fon
tionnels servent �a d�e
rire des 
onstru
tions,tandis que les symboles pr�edi
atifs servent �a d�e
rire des 
ontraintes. Dans 
et arti
le, nousnous fo
alisons sur les symboles et termes fon
tionnels qui interviennent dire
tement dans la
onstitution des plans de 
onstru
tion. Notons �a 
et �egard, que nous interpr�etons toujours lessymboles fon
tionnels par des multifon
tions. C'est pourquoi, nous employons indi��eremmentles termes fon
tion et multifon
tion dans la suite.Les sortes g�eom�etriques sont vues 
omme des 
onstantes de sorte S. Les symboles fon
tionnelset pr�edi
atifs 
onsid�er�es 
omme des 
onstantes, respe
tivement de sorte F et P, sont munis d'unearit�e et d'une 
oarit�e. Les symboles fon
tionnels et pr�edi
atifs sont i
i sp�e
i��es par les sortes Fet P. Nous avons ainsi l'extrait de sp�e
i�
ation suivant :sort S F P .ops point line 
ir
le long angle depl : -> S .ops 
enter-of medrad
ir : -> F .ops perp distpp : -> P .Les symboles fon
tionnels 
enter-of et medrad
ir sont mis respe
tivement pour les fon
tionsdonnant le 
entre d'un 
er
le et le 
er
le passant par deux points 
onnus et de rayon 
onnu.Les symboles pr�edi
atifs perp et distpp d�esignent respe
tivement les 
ontraintes de perpendi-
ularit�e entre deux droites et de distan
e entre deux points.Un des int�erêts du passage au niveau m�etath�eorique est de pouvoir atta
her des informationssuppl�ementaires aux symboles fon
tionnels. C'est ainsi qu'�a la notion de pro�l d'un symbolefon
tionnel 
omprenant l'arit�e et la 
oarit�e, nous adjoignons deux entiers, 
orrespondant res-pe
tivement aux degr�es de multipli
it�e et de risque des fon
tions qu'ils repr�esentent.Le degr�e de multipli
it�e M est le 
ardinal maximal de l'ensemble 
al
ul�e par une fon
tion. Parexemple, la fon
tion qui 
al
ule les droites tangentes �a deux 
er
les poss�ede degr�e de multipli
it�ede 4, 
ar elle peut produire de 0 �a 4 droites selon les positions relatives des 
er
les. Une vraiefon
tion, 
omme 
enter-of, a un degr�e de multipli
it�e de 1.Le degr�e de risque R est un 
oeÆ
ient qui quanti�e la probabilit�e qu'a une multifon
tiond'�e
houer, i.e. de retourner un ensemble vide. Le 
entre d'un 
er
le n'ayant au
une 
han
ed'�e
houer, son 
oeÆ
ient de risque est 0, alors que l'interse
tion d'une droite et d'un 
er
le estbien plus hasardeuse et poss�ede un degr�e de risque de 4. Toutes 
es informations sont 
ontenuesdans le pro�l du symbole fon
tionnel. Ce pro�l est sp�e
i��e en OBJ3 par la ligne suivante :op _=>_M_R_ : Slist S Int Int -> Profil .o�u Slist est la sorte des listes de sortes g�eom�etriques s�epar�ees par ". Ainsi, le pro�l du symbolemedrad
ir est 
od�e par l'�equation :eq profil(medrad
ir) = Point " Point " Long => Cir
le M 2 R 3 .Dans notre univers g�eom�etrique, nous faisons usage de symboles de variables que nous nommonsidenti�
ateurs simples. Ces symboles sont typ�es en leur adjoignant une sorte g�eom�etrique. Pourdistinguer des objets d�e�nis dans des sous-�gures di��erentes, nous indi�
ons les identi�
ateurstyp�es en leur a

olant le num�ero de la sous-�gure o�u ils sont d�e�nis. Finalement, nous sp�e
i�onsla sorte I des identi�
ateurs indi
�es �a l'aide du 
onstru
teur en notation in�x�ee suivant.op _#_._ : S Id Index -> I .Les symboles fon
tionnels, ou pr�edi
atifs, et les identi�
ateurs indi
�es sont utilis�es pour 
onstruiredes termes, 
omme nous l'expliquons �a la se
tion suivante.
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Fig. 4 { Graphe de d�ependan
e3.2 Termes et d�e�nitionsLes termes sont form�es sur le mod�ele 
lassique des termes du premier ordre. Un terme est don
soit un simple identi�
ateur indi
�e de sorte I, soit un terme fon
tionnel de sorte Termf, soit unterme pr�edi
atif de sorte Termp. La notion de sous-sortage permet de hi�erar
hiser 
es sortes determes : subsorts Termf Termp I < Term . Ave
 le formalisme d'OBJ3, nous d�e
rivons ainsiles termes fon
tionnels et pr�edi
atifs :op _[_℄ : F Ilist -> Termf .op _[_℄ : P Ilist -> Termp .o�u Ilist est une liste d'identi�
ateurs indi
�es appel�ee arguments. Par exemple, le termepr�edi
atif perp[line#d1.1 " line#d2.1℄ repr�esente la 
ontrainte imposant aux droites d1et d2 d'être perpendi
ulaires, dans la sous-�gure 1.Une d�e�nition, sp�e
i��ee par la sorte Def, est la mise en 
orrespondan
e d'un identi�
ateurindi
�e et d'un terme fon
tionnel bien form�e. Une d�e�nition d�e
rit la 
onstru
tion d'un objetg�eom�etrique d�esign�e par son identi�
ateur indi
�e. Le terme fon
tionnel asso
i�e 
ontient les objetsg�eom�etriques dont d�epend sa 
onstru
tion ainsi que la fon
tion qui doit leur être appliqu�ee. Laforme g�en�erale d'une d�e�nition est donn�ee par le 
onstru
teur := dont le pro�l en OBJ3 est :sort Def .op _:=_ : I Termf -> Def .Par exemple, line#d1.1:= lpp[point#p1.1,point#p2.1℄ d�e�nit dans la sous-�gure 1 ladroite d1 passant par les points p1 et p2.La d�e�nition d'un param�etre est trait�ee 
omme un 
as parti
ulier, et poss�ede la forme suivante :i := param, o�u i est un identi�
ateur indi
�e.3.3 Ensemble de d�e�nitions et graphe de d�ependan
eSi l'on fait abstra
tion de l'ordre d'apparition des d�e�nitions dans un plan de 
onstru
tion,on obtient un ensemble de d�e�nitions, o�u 
haque d�e�nition se rapporte �a un �el�ement di��erent.Nous appelons un tel ensemble un ensemble non ambigu de d�e�nitions (NADS).Un NADS 
ontient une relation de d�ependan
e entre les d�e�nitions. Cette relation se traduitpar un graphe orient�e sur les d�e�nitions que nous appelons le graphe de d�ependan
e. Il existeun ar
 d'une d�e�nition �a une autre si et seulement si l'identi�
ateur d�e�ni dans la premi�erefait partie des arguments de la deuxi�eme. Les d�e�nitions sans argument d�ej�a d�e�ni, ou qui sontdes param�etres, sont des sour
es, et les d�e�nitions qui ne sont pas argument dans une autred�e�nition sont des puits.La �gure 4 pr�esente un exemple de graphe de d�ependan
e asso
i�e au NADS suivant :p1 := initp[x1 y1℄ y1 := param p3 := inter

[
1 
2℄x2 := param k1 := param x1 := param
2 := mk
ir[p2 k2℄ 
1 := mk
ir[p1 k1℄p2 := initp[x2 y1℄ k2 := param



Pour que le NADS 
orresponde e�e
tivement �a un plan de 
onstru
tion, il faut que le grapheasso
i�e soit triangulaire, 
e qui signi�e qu'il doit imp�erativement remplir les trois 
onditionssuivantes :(i) toutes ses sour
es doivent être des param�etres(ii) les arguments des d�e�nitions doivent être tous d�e�nis(iii) il ne doit pas 
ontenir de 
ir
uitOn peut alors ordonner les d�e�nitions d'un NADS en faisant un tri topologique du graphe ded�ependan
e pour retrouver une liste de d�e�nitions, i.e. un plan de 
onstru
tion. Naturellement,plusieurs tris topologiques sont possibles, et nous verrons �a la se
tion 5 des heuristiques de trispour que le plan produit puisse être interpr�et�e eÆ
a
ement.3.4 Tri topologique param�etr�e par une fon
tion de 
hoixRappelons en quelques mots le prin
ipe du tri topologique. On 
onstruit progressivement uneliste de d�e�nitions en ajoutant �a 
haque fois un �el�ement 
ompl�etement d�e�ni 
hoisi parmi unensemble de su

esseurs d'�el�ements d�ej�a tri�es. L'ensemble de d�epart 
ontient les sour
es duNADS. Le 
hoix de l'�el�ement �a un ins�erer dans la liste r�esultat est fait par la fon
tion 
hoi
ede pro�l op 
hoi
e: Def-set Ilist ->Def . Nous pr�esentons 
i-dessous une sp�e
i�
ationparam�etr�ee par la fon
tion 
hoi
e pour 
et algorithme.op topo-sort : Def-set -> Def-list .op topo-sort : Def-set Def-set Ilist -> Def-list . *** sur
hargeop topo-sort : Def-set Def-set Ilist Def -> Def-list . *** sur
hargevar ds 
ur-ds : Def-set . var il : Ilist . var 
h : Def .eq topo-sort(ds) = topo-sort(defs(sour
es(ds),ds),ds,i-emptylist) .eq topo-sort(d-emptyset,ds,il) = d-emptylist .eq topo-sort(
ur-ds,ds,il) = topo-sort(
ur-ds,ds,il,
hoi
e(
ur-ds,il)) .eq topo-sort(
ur-ds,ds,il,
h) =
h " topo-sort(union(del(
h,
ur-ds),su

(
h,ds)), ds, ident(
h) " il) .Pour isoler les param�etres d'un plan et leur asso
ier ainsi plus fa
ilement des valeurs, nouspr�ef�erons utiliser la notion de fon
tion de 
onstru
tion. Une telle fon
tion est la 
on
at�enationd'une liste d'identi�
ateurs indi
�es, qui d�e
rivent des param�etres, et d'une liste de d�e�nitions,qui 
orrespond au plan de 
onstru
tion amput�e des d�e�nitions des param�etres.4 Interpr�etation d'une fon
tion de 
onstru
tionIntuitivement, l'interpr�etation d'une fon
tion de 
onstru
tion a pour but d'asso
ier �a 
haqueobjet g�eom�etrique d�e�ni dans la fon
tion une valeur num�erique 
orrespondant �a ses 
oordonn�eesdans le plan eu
lidien. Les valeurs de d�epart, les param�etres e�e
tifs, sont donn�ees par l'utilisa-teur. En fait, l'interpr�etation de 
ertains symboles fon
tionnels par des multifon
tions 
onduit�a 
onsid�erer des ensembles de 
oordonn�ees pour 
ha
un des objets 
al
ul�es. Le r�esultat d'uneinterpr�etation d'une fon
tion de 
onstru
tion est don
 en r�ealit�e un arbre de valeurs num�eriques.La fon
tion interp, qui r�ealise 
ette interpr�etation, a pour pro�lop interp : Fun Numlist -> IT .o�u Numlist d�esigne la sorte des listes de valeurs num�eriques, et IT la sorte des arbres d'in-terpr�etation. Si la sorte Numlist n'appelle au
un 
ommentaire parti
ulier, la sorte IT doit enrevan
he être expliqu�ee plus pr�e
is�ement.



Fig. 5 { solutions r�esultantes4.1 Arbre d'interpr�etationCon
r�etement, un arbre d'interpr�etation est 
onstruit niveau par niveau, en interpr�etant su
-
essivement les d�e�nitions de la fon
tion de 
onstru
tion. A 
haque d�e�nition 
orrespond unniveau. Chaque noeud 
ontient un syst�eme de 
oordonn�ees possibles de l'objet d�e�ni �a 
e ni-veau. La valeur d'un noeud est trouv�ee en interpr�etant la d�e�nition 
orrespondant au niveauet en utilisant 
omme arguments les valeurs num�eriques des an
êtres. Plusieurs �ls sont 
r�e�esdans le 
as d'une vraie multifon
tion.C'est ainsi que l'interpr�etation du plan de 
onstru
tion suivant ave
 des valeurs e�e
tives del'�enon
�e produit l'arbre d'interpr�etation de la �gure 6, en admettant que les 
er
les 
1 et 
2sont s�e
ants, on obtient une sortie graphique 
omme �a la �gure 5.x1 := param p2 := initp[x2 y2℄y1 := param 
1 := mk
ir[p1 k1℄x2 := param 
2 := mk
ir[p2 k2℄y2 := param i1 := inter

[
1 
2℄k1 := param d1 := lpp[p1 p2℄k2 := param i2 := interl
[d1 
1℄p1 := initp[x1 y1℄ d2 := lpp[i1 i2℄La mani�ere de sp�e
i�er les arbres d'interpr�etation doit re
�eter leur mode de 
onstru
tion durantl'interpr�etation. C'est pourquoi nous avons 
hoisi de sp�e
i�er l'arbre d'interpr�etation d'une fa�
onparti
uli�ere que nous appelons 
odage par le nombre de fr�eres. C'est une variante du 
odagepar o

urren
es, ave
 la di��eren
e que 
haque noeud est d�esign�e non pas par son num�ero dansla fratrie mais par son nombre de fr�eres.Dans notre sp�e
i�
ation en OBJ3, un arbre est une liste de niveaux (Floor). Chaque niveau est�etiquet�e par un identi�
ateur indi
�e, et 
omporte une liste d'entiers repr�esentant le 
odage par lenombre de fr�eres (Brothers) ainsi que la liste des 
oordonn�ees 
al
ul�ees pour 
et identi�
ateur(Coordlist). Ce
i se traduit par les lignes OBJ3 suivantes:sort Floor .in
luding LIST[Floor℄*(sort List to IT , op emptylist to emptytree)op _|_|_ : I Brothers Coordlist -> Floor .Le 
odage pour notre exemple est donn�e �a la �gure 6, ave
 Vsi la valeur de la solution sipour l'objet s. Ce
i signi�e que Vi1 et V'i1 sont deux fr�eres et ont le même p�ere, tandis queles deux Vd1 n'ont pas le même p�ere et ne sont pas fr�eres, 
ha
un est �ls unique. Pourtant,on les duplique 
ar 
ha
un 
orrespond �a une bran
he initialis�ee par Vi1, V'i1, et
. Lorsqu'onadditionne tous les fr�eres pour un objet, on retrouve le nombre de noeuds pr�esents �a la hauteurde l'arbre qui 
orrespond �a 
et objet.



V’’d2 V’’’d2V’d2

V’i2V’i2

Vd2

Vi2

param

P1    |    1    |     Vp1

D2  | 1 . 1 . 1 . 1 | Vd2 & V’d2 & V’’d2 & V’’’d2

I2   |    2 . 2   |  Vi2 & V’i2 & Vi2 & V’i2

D1  |   1 . 1    |  Vd1 & Vd1

I1    |    2    |     Vi1 & V’i1

C2   |     1     |      Vc2

C1   |    1    |       Vc1

P2    |    1    |      Vp2

Vp1

Vd1 Vd1

Vi2

Vc1

Vp2

Vc2

Vi1 V’i1

Fig. 6 { arbre des solutions4.2 Interpr�etationL'interpr�etation d'une fon
tion de 
onstru
tion 
onsiste �a examiner su

essivement les d�e�nitionsdans l'ordre o�u elles apparaissent, pour produire un arbre d'interpr�etation.L'interpr�etation d'une d�e�nition �a partir d'un arbre partiel ajoute un nouveau niveau �a 
etarbre. Ce
i 
orrespond �a la fon
tion interp, dont la sp�e
i�
ation est donn�ee 
i-dessous, etqui sur
harge la fon
tion interp donn�ee en d�ebut de se
tion. Ce nouveau niveau est form�e del'identi�
ateur de la d�e�nition et du 
ode (de sorte Code) obtenu par interpr�etation du terme.L'interpr�etation du terme, r�ealis�ee �egalement par une sur
harge de la fon
tion interp, 
onstruitle 
ode pour le nouveau niveau en 
al
ulant une nouvelle des
endan
e pour 
haque an
iennefeuille. Chaque des
endan
e est le r�esultat de l'interpr�etation du symbole fon
tionnel ave
 desvaleurs extraites de la bran
he partant de la feuille. Il est 
r�e�e autant de nouvelles feuilles quede valeurs r�esultant de l'interpr�etation du symbole fon
tionnel.op interp : Def-list IT -> IT . *** interprete une liste de d�efinitionsop interp : Term IT -> Code . *** interprete un termeop interp : F Coordlist -> Coordlist . *** interprete un symbole fon
tionnelLes multifon
tions utilis�ees pour interpr�eter les symboles fon
tionnels peuvent, selon les valeurspass�ees en arguments, ne donner au
une solution, 
omme par exemple l'interse
tion de deuxdroites parall�eles. Dans 
e 
as, la valeur renvoy�ee est fail.Le nombre de r�esultats obtenus pour toute l'interpr�etation est �egal au nombre de bran
hes del'arbre d'interpr�etation. Il est au plus �egal au produit des degr�es de multipli
it�e de 
ha
une desmultifon
tions qui interviennent. On ne peut don
 �eviter une explosion exponentielle de l'espa
edes solutions. A
tuellement, l'exploration de 
et espa
e se fait par ba
ktra
king dans l'arbre.Pour am�eliorer l'eÆ
a
it�e de 
e ba
ktra
king, on peut agir de mani�ere statique en modi�antl'ordre des d�e�nitions dans le plan de 
onstru
tion tout en respe
tant le graphe de d�ependan
e.Nous montrons dans la se
tion suivante que 
e
i peut être obtenu en instan
iant la fon
tion
hoi
e du tri topologique d�e
rit �a la se
tion 3.4 ave
 des heuristiques parti
uli�eres. Une autrepossibilit�e, qui n'est pas d�e
rite dans 
et arti
le, est de s'aider de l'esquisse pour ne 
onserverque les solutions les plus int�eressantes. Cette appro
he fait a
tuellement l'objet de re
her
hesdans notre �equipe.5 Modi�
ation de l'ordre d'un plan de 
onstru
tionNous pr�esentons di��erentes fon
tions de 
hoix pour param�etrer le tri topologique d'un NADS.5.1 R�eduire le nombre de noeudsL'exploration 
ompl�ete de l'arbre d'interpr�etation 
onduit �a examiner tous les noeuds de l'arbre.En notant di le degr�e de multipli
it�e de la d�e�nition de niveau i, le nombre de noeuds est �egal



�aPnj=1Qji=1 di. Cette quantit�e est �evidemment rendue minimale lorsque les di sont rang�es parordre 
roissant. En faisant remonter vers la ra
ine de l'arbre d'interpr�etation les d�e�nitions quiont les degr�es de multipli
it�e les plus faibles, on r�eduit ainsi le nombre de noeuds �a par
ourirpar ba
ktra
king. Ce
i se traduit, dans l'algorithme de tri topologique, par la fon
tion de 
hoixsuivante :eq multi-
hoi
e(d1,il) = d1 .eq multi-
hoi
e(d1 d2 ds,il) =if ((is-param(d1) or are-in-list(args-term(d1),il))and (multi(d1) >= multi(d2)))then multi-
hoi
e(d1 ds,il) else multi-
hoi
e(d2 ds,il) fi .La fon
tion de 
hoix pr�e
�edente r�esulte d'une vision, disons optimiste des 
hoses o�u toutesles multifon
tions sont aussi produ
tives que possibles. En tenant 
ompte de la probabilit�ed'�e
houer d'une fon
tion, on veut au 
ontraire �elaguer lors d'un �e
he
 le plus gros sous-arbrepossible. Il faut alors faire pla
er au d�ebut du plan de 
onstru
tion les fon
tions ayant le plusgrand risque d'�e
houer. On minimise ainsi le nombre de 
al
uls interm�ediaires qui interviennentavant 
es fon
tions, et si elles viennent r�eellement �a �e
houer, le sous-arbre �elimin�e est plusvolumineux. La fon
tion de 
hoix r�esultant de 
ette heuristique est donn�ee 
i-dessous.eq risk-
hoi
e(d1,il) = d1 .eq risk-
hoi
e(d1 d2 ds,il) =if ((is-param(d1) or are-in-list(args-term(d1),il))and (risk(d1) <= risk(d2)))then risk-
hoi
e(d1 ds,il) else risk-
hoi
e(d2 ds,il) fi .5.2 Regrouper les �el�ements d'une même sous-�gureOrdonner les d�e�nitions en tenant 
ompte �a la fois des d�ependan
es mais aussi de l'appartenan
edes �el�ements �a des sous-�gures di��erentes permet aussi d'avoir un par
ours plus eÆ
a
e del'arbre. En e�et, si l'on regroupe au maximum les d�e�nitions dont les �el�ements appartiennent �ala même sous-�gure, l'extra
tion des arguments parmi une bran
he de l'arbre est plus rapide.Les d�e�nitions et les arguments dont elles d�ependent sont plus pro
hes et don
 a

essibles plusrapidement.On peut aussi permettre �a l'utilisateur de visualiser les di��erentes sous-�gures et de n'e�e
tuerle ba
tra
king que sur une sous-�gure donn�ee. Ce
i permet de ne s�ele
tionner qu'une partie dela solution, et de 
omparer des �gures.5.3 Dis
ussionLes 
rit�eres de tri topologique que nous avons �enon
�es 
i-dessus ne sont pas for
�ement ind�epen-dants. On peut les 
ombiner en leur imposant des priorit�es : il est ainsi possible de 
hoisir dansles d�e�nitions �eligibles 
elles qui d�e�nissent un objet faisant partie de la sous-�gure 
ourante,puis parmi 
elles-
i, 
elles qui ont le degr�e de risque le plus important, et en�n, parmi 
elles quirestent en li
e, 
elles qui ont le degr�e de multipli
it�e le plus petit. Ces 
rit�eres de tri ne sontpas les seuls possibles. On peut, par exemple, 
onsid�erer la 
omplexit�e (en 
al
ul) des fon
tionspour pla
er les d�e�nitions les plus 
omplexes en d�ebut ou en �n de plan. On peut aussi diminuerla distan
e de 
heminement entre une d�e�nition et les objets dont elle d�epend a�n de limiterles dupli
ations de 
al
uls inutiles.Nous avons pr�esent�e i
i une mani�ere statique de stru
turer l'espa
e des solutions. Il existed'autres possibilit�es pour am�eliorer l'eÆ
a
it�e de l'exploration ou pour la fa
iliter �a un utili-sateur. Par exemple, on se rend 
ompte, apr�es la sp�e
i�
ation des arbres d'interpr�etation, queles valeurs (et les 
al
uls) pour des noeuds d'un même niveau sont souvent r�ep�et�ees. On peutdon
 mettre en pla
e une table de ha
hage 
onservant pour 
haque d�e�nition, les valeurs desarguments et la valeur du r�esultat.



6 Con
lusionNous avons pr�esent�e dans 
et arti
le une formalisation des univers g�eom�etriques manipul�es parYAMS. Nous avons insist�e sur les notions de plan et fon
tion de 
onstru
tion et sur la mani�erede les interpr�eter. Nous avons montr�e 
omment la pr�esen
e de multifon
tions induit la notiond'arbre d'interpr�etation et nous avons indiqu�e quelques m�ethodes pour transformer 
et arbrea�n de rendre son par
ours plus eÆ
a
e.Cette premi�ere appro
he doit être bien sûr 
ompl�et�ee par des m�ethodes de r�edu
tion de l'espa
edes solutions pour ne produire que les solutions les plus pro
hes de l'esquisse. Nous �etudionsa
tuellement deux m�ethodes di��erentes. La premi�ere 
onsiste �a orienter le plus possible les ob-jets manipul�es en introduisant dans l'esquisse des 
ontraintes de type in�egalit�e. Ces 
ontraintespeuvent être entr�ees expli
itement par l'utilisateur ou d�eduite de l'esquisse et de situationspr�e
�edentes. La deuxi�eme m�ethode s'appuie sur des propri�et�es d'invarian
e lo
ales par simili-tude : on essaye ainsi de mesurer la similitude entre l'esquisse et la solution. Nous esp�erons, dansles meilleurs 
as, �a n'avoir qu'�a \geler" la bran
he de l'arbre d'interpr�etation 
orrespondant �al'esquisse.R�ef�eren
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